Pochodna i rézniczka funkcji oraz jej zastosowanie
do obliczania niepewnosci pomiarowych
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DEFINICJA POCHODNEJ

Pochodna funkcji f(x) w punkcie 2 okreslona jest jako

fatAr)—f(z

granica ilorazu réznicowego A ) przy Ax daza-

cym do zera, co zapisujemy jako:

df der f(z+ Az) — f(x)
dr ~— Az—o0 Az '

(1)

Symbol "lim” to skrét stowa ”limes”, co po ltacinie ozna-
cza "granica”’. Symbol lima, .9 czytamy jako ”granica
przy Az dazacym do zera”. Najczesciej stosowane sym-
bole dla oznaczenia pochodnej to:

daf /
e lub  f'(x). (2)

Dla przyktadu obliczmy pochodna funkcji f(z) = 2. Na
podstawie definicji (1) mamy:

dr =~ Az=0 Ax

2_ .2
df lim (r+ Az)? —x

. (2?4 2zAz + (Az)?) — 22
= lim =
Az—0 Azx

2rAx + (Ax)?

B Aligo Az B
= lim0(2m + Ax) = 2z. (3)

Otrzymany wynik na pochodna funkcji f(x) = 22

sujemy w postaci:

zapi-

(%) =22 (4)

W podobny sposéb mozna na podstawie definicji (1)
znalez¢ wzory na pochodne podstawowych funkcji ma-
tematycznych. Ponizej przedstawiamy gotowe rezultaty
obliczen dla wybranych funkcji (a oraz n oznaczaja sta-
te):

(a)’ =0 (5)
(") =n-2""', z>0,neR (6)
(sinz)’ =cosz (7)
(cosz) = —sina 8)
(nz) =1 )

Yatwo sprawdzi¢, ze znaleziony przez nas wynik na po-
chodna funkcji f(x) = 22 (wzér (4)) jest szczegdlnym
przypadkiem ogdlnego wzoru (6), w ktérym nalezy pod-
stawi¢ n = 2. Dla przyktadu obliczmy jeszcze pochod-
na funkcji f(z) = x*. Korzystajac z wzoru (6), mamy:
(x1) = 4a3.

Uzyteczne sa rowniez wzory pozwalajace obliczaé po-
chodne wyrazen ztozonych bedacych iloczynem staltej a
i funkcji f, suma lub réznica dwéch funkcji f i g oraz
iloczynem lub ilorazem funkcji f i g:

(a-f) =a-(f) (10)
(fxg9)' =f+4 (11)
(f-9)=f-9+f-d¢ (12)
N fg-fd
<g> ¢ 13)
[f(@) =f(9)-d¢ (14)

Wzor (10) wykorzystujemy na przyklad dla obliczenia
pochodnej funkcji f(x) = 4a3:

(42°) = 4(z®) = 4 - 32% = 1222 (15)

Wzér (11) jest uzyteczny na przyklad w nastepujacym
przypadku:

(22° 4+ 62°) = (223) + (62°)’ = 2-32% +6-52%. (16)



Wzér (11) zastosowaliémy identyfikujac odpowiednie Sieczna jako prosta opisana jest réwnaniem postaci y =
funkcje jako: f = 223 oraz g = 62°. Ostatnia réwnoéé  ax +b, gdzie a to tzw. wspolezynnik kierunkowy prostej,

w powyzszym réwnaniu wynika z wzoréw (6) i (10). ktérego wartosé dana jest przez stosunek a = Ay/Az. Na
Ponizej mamy przyklad zastosowania wzoru (12): podstawie Rys. (1) widzimy, ze iloraz A f/Ax to wlasnie
wspoélczynnik kierunkowy siecznej przecinajacej wykres

(xS -sinz) = (x?’)’ ssinz + 25 - (sinz) = funkcji w punktach P i R.
_ 322 sina + 2% - cosw, (17) W granicy Az — 0 punkty P i R zlewaja sie i siecz-

na staje sie styczng do wykresu w punkcie P. Oznacza
to, ze w granicy Az — 0 stosunek Af/Az (czyli po-
chodna funkcji) staje sie¢ wspdlczynnikiem kierunkowym
stycznej. A zatem:

gdzie odpowiednie funkcje to: f = 23 oraz g = sinz.

Gdy mamy funkcje zlozona f(g), stosujemy wzér (14):

s ' . I _ .
[sin(32)] = sin’(3z) - (32)" = cos(3z) - 3, Pochodna funkeji df /dez w punkcie z ma wartosé

wspotczynnika kierunkowego stycznej do wykresu

dzie f =sin(...), g = 3.
8 f (), g funkcji f poprowadzonej w punkcie P = [m, f(ac)]

Wz6r (13) nalezy zastosowaé w przypadku:

2zt — 72\’ _
322 +a2% ) ROZNICZKA FUNKCJI
(224 — T) - (322 + 2°) — (22 — Tz) - (322 + 23)’ Rojz'nicz{m funkcyz df przy zmianie.jej argl.lmel.ltu o Ax
= (322 + 25)° = okreslona jest jako iloczyn pochodnej df /dz i zmiany Awx,
czyli:

(242 —7) - (a4 2°) — (22 — Tx) - (3- 22 + 32?) df = daf Ax (18)
o (322 + 23)2 o T dx '

gdzie przyjeliémy f = 2z* — 72 oraz g = 322 + 2°. Zauwazmy, ze rozniczka funkcji df jest réwna zmianie

wartosci stycznej w punckie z nastegpujacej na odcinku
od z do x + Ax (patrz Rys. (2)). Wynika to stad, ze
GEOMETRYCZNA INTERPRETACJA zmiana wartoéci stycznej o rownaniu y = ax + b wyno-

POCHODNEJ si Ay = aAx, a wspélczynnik kierunkowy stycznej, jak

pokazano powyzej, ma warto$é pochodnej: a = df /dx li-
W definicji pochodnej (1) wystepuje stosunek zmiany  czonej w miejscu .
wartosci funkcji Af = f(z+Ax)— f(z) do zmiany warto- Na podstawie Rys. (2) mozna si¢ przekonadé, ze dla ma-
Sci argumentu Az. Na Rys. (1) pokazano wykres funkcji

fA
fA
y = ax+b y=ax+b
R f(x+AXx)
f(x+Ax) Af
df
5 1) 2
f(x)
-~ X X+AX g
X  X+Ax "X

Rysunek 2. Graficzne przedstawienie rézniczki funkcji df .
Rysunek 1. Sieczna przechodzaca przez punkty P i R w gra-
nicy Az — 0 staje si¢ styczng do wykresu w punkcie z. lych wartos$ci Az rézniczka funkcji df jest bardzo dobrym
przyblizeniem zmiany wartosci funkcji A f:
f(x), na ktérym zaznaczono sieczng przecinajaca funkcje
w punktach P = [z, f(z)] i R = [z + Az, f(z+ Az)]. Af=df. (19)



A zatem, stosujac powyzsze przyblizenie, zmiane warto-
$ci funkcji Af przy zmianie argumentu o Ax mozemy
obliczaé¢ z wzoru:

df

Af =
fdx

Az. (20)

OBLICZANIE NIEPEWNOSCI POMIAROWEJ

Przyblizenie (20) wykorzystujemy przy obliczaniu nie-
pewnosci pomiarowych wielko$ci mierzonych posrednio.
Niech f bedzie pewna wielkoécia fizyczna dana poprzez
wyrazenie funkcyjne f(z), gdzie x jest wielkoscig mierzo-
ng bezposrednio. Wartos$é wielkosci f (mierzonej posred-
nio) jest uzyskiwana na drodze obliczenia wartosci wyra-
zenia f(x) dla zmierzonej wartosci z. Z powodu nieunik-
nionego bledu pomiarowego Ax, uzyskana warto$é¢ wiel-
kosci f bedzie sie rézni¢ od wartosci prawdziwej o pew-
na wartos¢ A f. Poniewaz bledy pomiarowe maja zwykle
male wartosci, Af mozna przyblizy¢, stosujac wyraze-
nie (20). Blad pomiarowy Az jest wielkodcia nieznana,
wiec Af rowniez. Mozna jednak podnie$¢ do kwadratu
réwnanie (20) i stosujac podejscie statystyczne otrzymaé
wyrazenie na tzw. wartos¢ oczekiwang obu stron réwna-
nia. Otrzymamy wéowczas:

(1) = (jﬁ)a() (21)

gdzie u?(x) to warto$é oczekiwana (Ax)?, a u?(f) to war-
tog¢ oczekiwana (A f)?2. Stosujac pewna argumentacje na-
ukowa mozna oszacowaé wartoéé u?(z) i na podstawie
(21) znalezé warto$é oczekiwana u?(f). Wielkosci u(z)
oraz u(f) to tzw. niepewnosci standardowe wyznaczenia
wielkosci, odpowiednio, z 1 f. Z wzoru (21) otrzymujemy:

u(f) = <3£>2u2($). (22)

PRZYKLAD: Chcac wyznaczy¢ objetosé kuli, mierzymy
jej promien r i wstawiamy do wzoru:

T (23)
3

Pomiar objetosci kuli jest zatem pomiarem posrednim,
a wielkoscig mierzong bezposrednio jest promien r. Za-
16zmy, ze znamy niepewnosé standardowa pomiaru bez-
posredniego, czyli znamy u(r). Oznacza to, iz prawdziwa
warto$¢ promienia r miesci sie z duzym prawdopodobien-
stwem w przedziale (r — u(r), r + u(r)). Jak pokazuje
Rys. 3, przedzialowi mozliwych wartoéci r odpowiada pe-
wien przedzial (V — w(V), V 4+ w(V)), w ktérym moze
si¢ znajdowaé prawdziwa warto$é¢ objetosci. Aby znalezé
u(f) korzystamy z wzoru (22), czyli mamy:

w(V) = (‘;‘:) : w2(r). (24)

VA
V=4/3 r r’
vV dav
y u(Vv) dr u(r)
u(Vv)
u(r)judr ‘
r r

Rysunek 3. Przedzialowi mozliwych warto$ci promienia kuli
(r —u(r), r+ u(r)) odpowiada pewien przedzial mozliwych
wartosci objetosci (V —u(V), V +u(V)).

Tak okreslona warto$¢ u(V') wyznacza nam tzw. niepew-
no$¢ standardowa pomiaru objetosci.

Wykonajmy obliczenia dla przykladowych wartosci
liczbowych. Niech w wyniku pomiaru uzyskana wartosé
promienia i btad pomiaru wynosza:

r=2,64cm, wu(r)=0,0058cm. (25)

Ze wzoru (23) otrzymujemy wtedy:

V = 24,53299 cm?®. (26)

Aby oszacowaé¢ niepewno$é¢ u(V) najpierw znajdujemy
wzér na pochodna dV/dr. W tym celu korzystamy z ta-
beli wyzej podanych wzoréw (wzér (6)) i otrzymujemy:

d 4 2\ 4
d—‘: = <37rr‘3> =37 3.7 = 4mr?, (27)
Wstawiajac ten wynik do wzoru (24), mamy::

u(V) =/ (47r2)? - u2(r), (28)

co po podstawieniu wartosci liczbowych daje u(V) =
0,51 cm?®. Ostatecznie zatem, po zaokragleniu wyniku
(26), mamy:

V =24,53 cm®, w(V) = 0,51 cm®. (29)

POCHODNA CZASTKOWA

Dla funkeji wielu zmiennych f(x,y, z), jako uogélnienie
pojecia pochodnej, okreslona jest tzw. pochodna czast-
kowa. Pochodna czgstkowa po zmiennej x (ozn. Of/0x)



zdefiniowana jest jako granica:

af_ . f(x—l—Ax,y,z)—f(x,y,z)
Ba =~ A% Ad -

Analogicznie okre$lona jest pochodna czastkowa po
zmiennej y i po zmiennej z:

8f lim f('ray+Ay7Z)_f(xvyaz)

A 31
ay Ay—0 Ay ’ ( )

8—f*h

_ m f(.T,y,Zﬁ*AZ)*f(l‘,y,Z)
0z Az—0 ’

A (32)
Z definicji pochodnej czastkowej wynika, ze obliczanie
pochodnej czastkowej po jakiej$ zmiennej nie rézni sie
od obliczania zwyktej pochodnej, przy czym pozostale
zmienne nalezy w trakcie obliczania pochodnej trakto-
wac jako wielkosci stale.

Na przyklad, jesli wykonujemy pochodna po zmien-
nej x, woéwczas y i z uznajemy za stale, czyli funkcja
f(z,y, z) na czas liczenia pochodnej staje si¢ jakby funk-
cja tylko jednej zmiennej x. Wszystkie podane wczesniej
wzory (5)-(13) na pochodne funkcji jednej zmiennej maja
zatem zastosowanie réwniez przy obliczaniu pochodnych
czastkowych.

Podajmy kilka przyktadéw obliczania pochodnej
czastkowe;j.

Przyktad 1:

F=a? 448 4 2

af 9
or Ox

af d

OF _ O 2y 93y, 94 _
=0+3y°+0 =3y,

Of _ 0 2y, 0 5, 0 4 _

8z_8z(x)+6z(y)+8z(z)

Wykorzystaliémy tu wlasno$é (11), ze pochodna sumy
jest suma pochodnych, oraz fakt, ze pochodna ze stalej
WYynosi zero.

Przyktad 2:
22 4 43
f=ris
y*+z
08 0 (N, 0
Or  Oxr \y*+ 25 Or \yt+25)
1 0, 4 2z
= 0:7
y4+z58x(x>+ Yyt + 257

of _ H@+y®) - (' +2°) — (@ +9°) F Yt + )
Ay (y* +2°)

(By?) - (y* 4+ 2°) — (@ + ¢°) - (49°)
(y4+25)2

)

of  ZEP+¢%) (' +2°) - @ +y°) LW +2°)
oz (y* + 25)2

0- (1 +2°) = (@2 +99) - (5+) _ —(a®+4°) - (5)

- (y* + 25)2 (y* + 25)2

Przy liczeniu pochodnej czastkowej po x wylaczy-
lismy ”staty” ?ﬁﬁ przed znak pochodnej, zgodnie z
wzorem (10). Przy liczeniu pochodnej czastkowej po
y 1 z zastosowali$émy m.in. wzér na pochodna ilorazu (13).

Przyktad 3:
I
/ oty

f  Z(axy)-(x+y)— (vy)  Z(z+y)

O (z +y)?
_ @@ty -y -1+0) ¢
(z + )2 (z +y)*’

of  w(zy) - (z+y) - (2y)- Z(z+y)

dy (x+y)?
_ @) @ty —(@y-(O0+1) 2
(z+y)? (z+y)?

Przy liczeniu pochodnej %(my) skorzystaliSmy z wzoru
(10), a nastepnie (6). Dzigki temu, pamigtajac ze y jest
traktowane teraz jak stala, mamy: %(xy) =y- %(x) =
y - 1 = y. Analogicznie postapiliSmy liczac pochodna

czastkows (%(an'y)7 co dalo nam w wyniku: a%(gcy) =

x-a%(y):x-l:m.



ROZNICZKA ZUPELNA FUNKCJI

Rézniczkq zupelng df funkeji f(x,y, z) nazywamy wy-
razenie:

B N N |
df = axAx—l— 0yAy+ 92 Az. (33)

Jak widaé jest to uogdlnienie pojecia rozniczki funkeji dla
funkcji wielu zmiennych.

Jezeli zmiana argumentéw funkeji Az, Ay, Az jest nie-
wielka, wowczas rézniczka zupelna funkcji df jest bardzo
dobrym przyblizeniem zmiany wartosci funkcji Af wy-
wolanej zmianag wartodci jej argumentéw, czyli:

= gA:c + a—chAy + gAz. (34)

af ox 15 0z

OBLICZANIE NIEPEWNOSCI POMIAROWE] -
UOGOLNIENIE

Przyblizenie (34) wykorzystywane jest w analizie nie-
pewnosci pomiarowych. Jesli jakas wielko$é fizyczna wy-
raza sie w formie zaleznoéci funkcyjnej f(z,y, z) od mie-
rzonych bezpoérednio i niezaleznie wielkoéci z, vy, z, kto-
re wyznaczone sg z niepewnosciami standardowymi réw-
nymi, odpowiednio, u(z), u(y), u(z), wéwczas, podnoszac
do kwadratu wyrazenie (34) i obliczajac wartosci oczeki-
wane obu stron (uwzgledniajac, ze wartosci oczekiwane
iloczynéw AxAy, AxAz, AyAz daja zero), otrzymujemy
wzér na niepewnosé¢ standardowg pomiaru wielkosci f:

= (LY 0+ (L) e+ (L) a0

Wzér powyzszy jest uogdlnieniem wyrazenia (22) na
przypadek funkcji wielu zmiennych.

Uwaga: Jesli zaleznos¢ funkcyjna jest postaci:

fla,y,2) = kay’2*, (35)

gdzie a, b, ¢, k to stale, woéwczas po wyliczeniu po-
chodnych, wstawieniu do powyzszego wzoru na u(f) i
podzieleniu obustronnym otrzymanego wyrazenia przez
f otrzymamy:

Py () o () - ()

Jest to wygodny wzér do wyliczana niepewnosci wzgled-
nej u(f)/f dla wielkosci danych wzorem (35).

PRZYKELAD: Uzywajac wahadta matematycznego, moz-
na wyznaczy¢ przyspieszenie ziemskie g, mierzac bezpo-
$rednio jego dtugosc¢ I oraz okres T i wstawiajac do wzoru:

_ 472]

T2 (36)

g
Zalézmy, ze znamy niepewnosci pomiaru dlugosci, u(l),
oraz okresu, u(7'). Niepewnos$¢ wyznaczenia przyspiesze-

nia ziemskiego u(g) znajdujemy, korzystajac z ogdlnego
wzoru na u(f), czyli:

0= (%) e+ () e o

Obliczajac pochodne czastkowe, dostajemy:

ulg) = ¢ (4T7f)2u2<l> (- )2u2<T>. (38)

Uwaga: Poniewaz wzér (36) jest wyrazeniem postaci (35),
tzn.

g =4r* ' T2 (39)

zatem mozna roéwniez skorzystaé¢ z ogblnego wzoru na
u(f)/f (ostatni wzér w ramce powyzej). Mamy wéwczas:

o ¢ 12 (“g”) b (22 (“}T)) (10)

co, jak latwo sprawdzié, jest rGwnowazne wyrazeniu (38).




